Sistemi continui

: Suddividiamo un corpo continuo in volumetti infinitesimi dV di
v dV massa dm, e definiamo la densita

P (x.y,2) dm

P=av
m = / pdV
1%
Se il corpo € omogeneo p=cost

In generale per un corpo non omogeneo la densita dipende dal
punto considerato p(x,y,z)

I = Z m;R?  Sistema finito di punti materiali
i

R I:/ RQdm:/ R2,0(a:,y,z) dV  Sistema continuo
1% 1%

I:///RQp(x,y,z)da:dydz L'integrale su dV equivale

a calcolare tre integrali su

. dx, dy e dz
dl = R dm 1



Centro di massa di un sistema finito di

(/

Fem = punti materiali
DM
)
P fvrdm _ fvrp(x,y,z) a4 Centro di massa di un
cm fV dm m sistema continuo

La definizione di centro di massa di un sistema continuo equivale a calcolare tre integrali,
uno per ogni coordinata

~ Jzp(x,y,2)dV
xcm - m

Yo — Jyp(z,y,z)dV
m

. _ Jzel,y,z)dV

m



Esercizio

Un’asta OP di lunghezza L ha massa M e sezione trascurabile. Calcolare il centro di massa nei due
seguenti casi:

1) 'asta € omogenea (densita costante)

2) la densita dell’asta varia linearmente lungo 'asta e in P ha densita doppia che in O.

1) La densita lineare € costante p = %
L? L
P

1 L
cm — d = — = —
v M/O Y VA

2) La densita varia linearmente con L fino ad un valore doppio nel punto P p(x) = pPo (1 4+ E)

L

Per ricavare py si integra la densita sulla lunghezza della sbarra uguagliando alla massa M

M—/L()d— /L(1+x)d— +x2 L—3 L _——
—Opfﬁ »’17—,00O T L = po |L 2L0_2’00 Po 37,
2M x
— 2 (1 _)
o) = 57 (1+ 7

1/L () d 2/L AV $2+$3L 2 (L L*\ 5,
Lem = T p\r)ar = — i — r=—|— — = — | — — | = =
), 3L J, L 3L |2 "3L|, 3L\2  3) 0



Momento di inerzia di un’asta sottile

< Asse di rotazione M
passante per il CM 0= — Densita omogenea
SL
dm
CM L 5
y T i — 5
r
dr l.,, = rdm = x“pSdx = pS—— = —ML
L/2 em /V /_ e S EET
2
Asse di rotazione
passante per un I
estremo dell’asta 5 5 1 3 1 5
I = | r“dm = x°pSdex = pS-L" = -ML
dm 1% 0 3 3
__________ ’; __________c_.l,: i N S
4 Applicando il teorema di Huygens-Steiner
L

IN° 1 1 1
I=I1, +M|[=) = —ML*+-ML*=-ML?
+ (2) 12 + 4 3



Momento di inerzia di un’anello sottile

A
YA y

dm

b e

R -
| :
dm M
— —— = —— Densita lineare omogenea
dl 2R
dl =R d¢ Elemento infinitesimo di circonferenza

27
I:/RQdm:/Rzpdl:/ R?pRd¢ = 2mpR> = M R?
L L 0

I = MR?



Momento di inerzia di un cilindro cavo con pareti sottili

dm M

p:%ZQWRh

dS = ™R d¢ dz Elemento infinitesimo della superficie
laterale del cilindro

Densita superficiale omogenea

B

h 27
I:/R2dm:/R2pdS:/ dz/ R?pRd¢ = 2npR’h = M R?
S S 0 0

I = MR?



Momento di inerzia di un disco

\ /
\ ]
3 ,
“\I "y T
R

R do
|

O

dm — M Densita superficiale omogenea

T 2

dS = rdrd¢ Elemento infinitesimo dell'area del disco

27 R
1 1
I:/r2dm:/r2pdS:/ dqs/ r?prdr =2r-pR* = = MR?
s s 0 0 4 2

1
[ =-MR?
2



Nel caso considerato, il momento di inerzia & calcolato rispetto all’'asse z, perpendicolare al disco.

Se I'asse di rotazione fosse invece nel piano del disco, quale sarebbe il momento di inerzia?

A y
I = / rédm = / rpdS
S S ’ r., dr
_ 2 2 R Vg ,
Iz—/(w +y°)pdS o5 "
S
L 2 Consideriamo il disco di spessore trascurabile
Ix — / Y pdS in z. Per tale motivo non appare la coordinata z
S dei punti nel calcolo delle distanze dagli assi
_ 2
I, = / x” pdS
S
I=1,+1,
1 | | | | |
I, =1,= -1, = —-MR" Perlasimmetria del disco nel piano xy > I, = |,

Y9 4



Momento di inerzia di un cilindro pieno

dm B M
dV  wR2h

Densita omogenea

10:

dV = rdrd¢dz Elemento infinitesimo di volume del cilindro

1—/ r2dm = /rpdV p/%dqb/ rdr/ dz =

— 02 R4h_—MR2
— Py 9

1
[=_-MR?
SMR



Momento di inerzia di un guscio sferico

D =Rsiné

P=48 = 4rR2

Densita superficiale omogenea

dS = RdODdp = R*sinfdf d¢

Elemento infinitesimo di superficie sferica

4 2

27 T
I = / D?*dm = / R?sin? 0 pdS = / d¢/ R*p sin® 0 do = 27?,0R4§ = ZMR?
S S 0 0

%
I = “MR?
3

3
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Integrale usato nel calcolo precedente. Integrazione per parti
/ sin30 df = / sin 6 sinf df =
0 0
— [— sin? 6’(:086’};T + / 2sin 6 cos® 0 df =
0
= / 2sin 6 (1 — sin? 9) df = —2/ sin® 6 df + 2/ sin 0 df =
0 0 0

—2/ sin® @ df) + 2 [ cos 6]
0

T 4
/ sin®0df = —
0 3



Momento di inerzia di una sfera piena

_dm M
b P AV T I3

dV = r?dr sinfdf d¢ Elemento infinitesimo di volume sferico

Densita omogenea

27
I—/Dde /7“ sin deV—p/ dgb/ rdr/ sin® 0 df =

8
-—2wp.R5 = —71pR° = 2 MR

5 3 15 5

)
I = ZMR?
5
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Momento di inerzia di un parallelepipedo

C dm M

p=—— = —— Densita omogenea

b dV ~ abe

>
Y - -
' dy/ dV = dxdydz  Elemento infinitesimo di volume
g

a

I = iM (a,2 + b2) 13



anello sottile
I =mR?

guscio cilindrico sottile
I=mR?

guscio sferico sottile

I=2 nR
3
asta sottile
_1
I 12md

disco I = % mR?

cilindro pieno

=3 mR:
sfera piena
1=2mR:

\a
\ lastra

/1=11—2m(a2+b2)
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Teorema di Huygens-Steiner

‘—' . " . . LI ] " . " .
' Si vuole trovare la relazione fra i momenti di inerzia di un corpo rigido

Az A
calcolati rispetto ad un asse z’ passante per il CM e ad un altro asse z
parallelo al precedente e passante per un punto O distante d dal CM

2 2 2
CM I, = E mﬂ“z — E :mz (xz +yi)
’9 ’9 ’9
dm Iz’ — E m;r;,” = E m; (sz —|—yz)
i

o
Il v

Senza perdere di generalita scegliamo i sistemi di riferimento xyz e xX’y’z’ con gli assi y e y’ allineati.
Le equazioni di trasformazione tra le coordinate nei due sistemi di riferimento sono

/
Ly

/

Yi = Yi — Yem = Yi

— X; — Lem

dove (X¢m > Yem) SONO le coordinate del CM rispetto ad O. Essendo y=y' 2 y.,=0
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Applicando la trasformazione a |- si ottiene
’2 '2 '2
1, = E m;r;” = E m; (atZ + y; )
)
__ E : 2 } : 2
Iz’ — m; (xz — xcm) -+ miy;
7 )
[, — 2 .2 9 e 2
L = m;x; + m; T, — M Tj Tem T miy;
__ 2 2 2 _ 2
I, = g m;T; — max.,, + E myy; =1, —max,
1 ?

L =1,4+mz

Quindi il momento di inerzia calcolato rispetto ad un asse passante per un punto O & uguale al

momento di inerzia calcolato rispetto ad un asse parallelo al precedente e passante nel CM piu un
termine pari alla massa totale m del sistema per la distanza d al quadrato fra O e il CM

- 2 In un fascio di assi paralleli, il momento di inerzia rispetto
I = ]Cm +md a quello passante per il CM & minimo (d=0)



